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摘要 K ar h u
ne

n 一 L oe ve 展开被广泛应用于信号处理
,

图像分析 中的特征提取
,

动力系统中的模

型简化等
.

文中提 出了用小波方法快速估计 K ar h u n e n 一

L o e v e 展开式中基 函数
.

通过把核 函数投影

到小波空间把积分 问题离散化
.

应用正 交小波变换
,

积分 问题就被 转化为矩 阵特征分解 问题
.

若

核函数还是局部 P 阶光滑的
,

所得矩阵的维数可进一步 降低
,

而精度却没有大的损失
.

实验结果

表明所提出的算法是快速有效的
.

关键词 K ar hun
e -n oL ve

e
展开 小波变换 特征值 特征 函数 核函 数

K a山 u n e二 Loe v e 展开 ( K L E ) 被广泛应用 于信号

处理
,

图像分析以及动力系统中
,

它被用来提取特

征
,

简化模型
.

其基函数在均方误差最小意义下是最

优的
.

K ar h u en o l
一

oe ve 展开式的正交基 {氨 (t ) } 可 以

通过求解下列积分方程得到川
,

在核函数满足光滑性要求 的情况下
,

所得矩阵的维

数可进一步降低
,

而解的精度没有大的损失
.
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其中 F (t
,

动是核 函数
,

中
,

( )t 是要求 的特征 函数
,

D 表示积分区间
.

利用上式可以求 已知连续信号集

的正交基
,

而由这些基表示的信号的系数是互不相

关的
.

但是连续型的 K L E 通常会遇到求解上 的困难
.

文献 [ 1一 3」从不 同的角度解决该 问题
.

文献 [ 1
,

2」

利用离散余弦变换 ( D C T )估计 K L E 的基 函数
,

但

求解中不可避免地遇到大规模矩阵求特征值特征向

量问题
.

文献 [ 3 ]在
S
an sP h ot 方法基础上

,

结合小

波变换能快速估计 K L E 的基 函数
.

本文先对核函数进行小波变换
,

使积分方程离

散化
,

把积分问题转化为矩阵特征分解问题
,

而且

1 小波变换

由多分 辨分析川 理 论知
,

母 小波通 过尺度 伸

缩
,

平移变换构成 H il b er t 空间的完备基
,

所 以任

一能量有限的信号可 由小波基表示
.

本文选择正交

小波基
,

使得基函数之 间高度不相关
,

表示系数亦

不相关
.

又因为小波变换具有 良好 的时频局部化性

质
,

所以小波基比余 弦基有更好的性质
,

在函数逼

近中可以代替余弦基
.

令 六户表示尺度 函数
,

沪(约为母小波
,

则尺度

空间可表示为 Vj 一 s p a n {笋
, ,

、

}
,

笋
,

,
龙
一 2 , / 2

势( 2
, t 一 走)

,

小 波 空 间 可 表 示 为 W
,

一 s p a n {再
、
}

,

再
*
一
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沪 ( 2
, t 一 k )

,
,

,

k 任 Z
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多分辨逼近具有如下性质
:
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( 4) 若 f( 劝 任Vj
,

则 f ( Zx) 任从
卜 , ;

(5 ) 若 f( x) 任Vj
,

则 f( 二 一 2一 ,

k) 任Vj
;

根据假定
,

我们选择正交小波基
,

其满足下列

正交条件
:

2 利用小波变换求 K a r h u n e n 一
L o e v e 展开式

的特征函数

假设 D 一江一 T
,

T 〕
.
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.
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。
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用小波级数进行函数逼近的另一个重要的性质是用

紧支撑小波级数表示光滑多项式时
,

逼近阶与小波

的消失矩有关
,

若 再
、
有 p 阶消失矩

,

且 f (t )有 p

阶导数
,

令 无 (t ) 一 尸了
,

则 }} 了( 艺 ) 一九 ( 。川 }镇
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,

其中 f
` p )

( t ) 为 f ( t ) 的 P 阶导数
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由于 D a u b e c h i e S紧支撑小波具有较高的消失

矩
,

本文实验中用它来逼近核函数
.
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( 5) 式用矩阵形式表示为
类似于本节前部分的推导

,

得到如下方程组
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同样记方程组 ( 6) 的系数矩阵为 C
,

其特征向量便是 ( 1) 式 的特征函数 的小波系数
.

但

当系数矩阵的维数过大时
,

其特征值和特征 向量 的

求解仍然是一个很复杂的问题
,

为了简化计算
,

我

们选择适当的小波基
,

使系数矩 阵成为稀疏矩 阵
.

计算多尺度逼近时
,

忽略高频 系数块 A (2)
,

(A
3 ) ,

A (4)
,

这是因为
:

( 1) 对局部二元 p 阶光滑 函数
,

对角块系数以

O( 2 一 `汁
`)

)P 衰减 ( J
,

l一 J 一 1
,

… J 一 M .)

( 2 ) 小波系数在不连续点衰减速度慢
,

除此之

外迅速衰减
.

在第 3 部分的数值实验中我们将验证
,

对 P 阶

光滑的核函数
,

忽略 (A 2) ,

(A
3 ) ,

(A . 部分在小波分

解层数不高的情况下
,

不会造成精度上太大的损失
.

3 数值实验

本节验证第二部分提出的方法
.

计算文献巨1」

中提供的例子
,

T 。一庵

l扮
·

l。
二

(
二
) d

:
一 、

二

小
,

( , )
,

v : 任 巨一 丁
,

T 〕

T 一 1
,

k 一 1 时的核函 数见 图 1
.

首先我们 比较了

s n a p s h o t 方法和在不 同层数 的 D a u b e e h i e s Z 小波分

解下特征值的能量分布
.

分别计算核函数在 k 一 1
,

k一 2
,

时的特征值
.

我们对核函数离散化
, t , :

分

别等距离离散成 128 个 点
.

考虑 7 种情况下的特征

值能量比较
,

即 S n a p s h ot 方法
,

单层小波分解
,

2

层小波分解以及 2一 5 层小波分解后只取 A咬
上 )

( 即忽

略 A <即 ,

A ` 3 ) ,

A ( ` )
)

,

为标记的方便
,

在下文 中我

们称之为省略方法
.

7 种方法的特征值比较见表 1
,

2
.

表中数值分别对应前 5 个最大特征值在各 自特

征值向量中占的比例
.

序号 1 表示最大特征值在特

征向量中所 占的比例
,

序号 2 表示次大特征值在特

征向量中所 占的比例
,

其余依次类推
.

特征值的总

能量用 }」久 {l表示
,

它是特征值向量的 22 范数
,

即

M

{ ; } 一 (另动 12/
.

正如表 1
,

2 所示
,

7 种方法
之写 1

的前 5 个最大特征值在各 自的能量中所占比例是相

近的
,

随着分解层数的增大
,

省略方法的特征值能

量比的精确度随之降低
,

这主要是因为随着对矩阵

简化的增大
,

造成的矩阵误差也增大
.

内

l
“

表 1 核函数在 k = 1 时
,

7 种情况的特征值能量分布 比较

序号 s n a P s
h o t

0
.

9 3 4 7 3

0
.

3 1 9 9 8

0
.

1 2 8 9 3

0
.

0 6 5 3 9 7

0
.

0 3 8 7 7 1

5 In g l
e 一
l e v e l

a )

0
.

9 3 2 2 0

0
.

3 2 5 3 1

0
.

1 3 2 2 0

0
.

0 6 7 2 6 2

0
.

0 3 9 9 1 6

tw o 一 l e
v e

l
a )

0
.

92 8 6 8

0
.

3 32 7 1

0
.

1 36 6 0

0
.

0 69 5 8 3

0
.

04 12 0 0

t w
o 一

l e v e l

0 9 28 70

0
.

3 3 2 7 1

0
.

1 3 6 60

0 0 5 9 57 8

0 0 4 1 1 90

t h
r e e 一 l

e v e l

0
.

9 2 1 82

0
.

3 4 7 70

0
.

1 4 4 04

0
.

0 7 2 5 2 4

0
.

0 4 2 2 6 3

f o u r 一
l e v e l

0
.

9 1 2 0 7

0
.

3 7 1 2 1

0
.

1 4 9 6

0
.

0 7 2 2 2 3

0
.

0 4 0 4 8 3

f i v e一 l e v e l

0
.

9 1 3 8 9

0
.

37 4 4 6

0
.

13 9 7 2

0
,

0 6 2 8 0 1

0
.

0 3 3 3 45

a ) 用没有简化的矩阵计算的值

表 2 核函数在 k “ 2 时
,

7 种情况的特征值能量分布比较

序号 s n a P s
h

o t

0
.

8 2 7 0 8

0
.

4 6 4 1 2

0
.

2 4 9 1 2

0
.

14 4 3 6

0
.

0 9 1 3 6 4

s i n g l
e 一

l
e v e l

a )

0
.

8 2 1 9 1

0
.

4 6 8 2 5

0 2 5 4 1 2

0
.

14 8 1 3

0
.

0 9 4 0 1 5

t w o 一 l e
v e l

a )

0 8 14 4 7

0
.

4 7 44 9

0
.

2 6 13 1

0 1 5 3 1 3

0
.

0 9 7 1 70

t w o一 l
e v e l

0
,

8 14 5 4

0
.

4 7 45 2

0
.

2 6 13 2

0
.

1 5 3 1 3

0
.

0 9 7 1 54

t h
r e e 一 l

e v e
l

0
.

8 00 2 9

0
.

4 8 9 3 6

0
.

2 7 4 02

0
.

1 5 9 3 5

0
.

0 9 9 5 8 9

f o u 介l e v e l

0
.

7 9 0 8 1

0
.

5 0 8 5 8

0
.

2 7 6 7 8

0
.

1 5 5 1 0

0
.

0 9 3 6 4 9

王i v e 一 l
e v e

l

0
.

8 4 8 0 6

0
.

4 4 9 7 3

0
.

2 3 7 5 8

0
.

12 8 5 7

0
.

0 7 4 6 2 5

a ) 用没有简化的矩阵计算的值

在第二个实验中
,

我们 比较了多尺度小波变换

方法
,

与省略方法得到的特征值
.

两层小波分解得

到的矩阵是 1 33 只 13 3 维 的
,

只取低频部分 的矩阵

是 34 x 34 维的
,

采用省略矩阵
,

将大大减少计算

量
.

两种方法的特征值之差见图 2
.

由图 2 看出
,

差的最大 值 出现在 第 34
,

35 个 上
,

其值 不超 过

。
.

06
.

前 34 个特征值 的差是由两种方法 的特征值

之差引起的
,

其值小于。
.

05
,

第 35 个至 1 3 3 个特征

值差主要是多尺度小 波变换的特征值
,

由此看出
,

从第 3 5个 特征值之后的特征值 已经很小
,

能量主

要分布在前 34 个特征值上
.

图 2 也进一步验证了附

录中误差界的结论
.
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图 2 两层小波分解与两层小波分解后只保 留

低频部分求得的特征值之差 比较图
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图 3 3 种情况下前 5 大特征函数图比较

( a) 对应最大特征值的特征函数图 比较
; (b ) 对应 次大特征值

的特征 函数图 比较 ; ( c) 对应 第三 大特征值 的特征 函数 图比

较 ; ( d )对 应第 四 大特征 值的特征 函数图 比较
; (

。
)对应 第 五

大特征值的特征 函数图比较

实线表示单 层 小波分解情况 下 的特 征 函数 ; 虚线 表示 两层

小 波分解情况下的特征 函数 ; 星线表示两层小波分解取低频部

分情况下的特征函数
0

.

1

0
.

0 5

0

针对单层小波分解
,

2 层小波分解 以及 2 层小

波分解后只取 A “ )
(即忽略 A ` 2 ) ,

A
( 3) ,

A ( ` ) )这 3 种

情况
,

计算核函数在 k一 1 时前 5 个最大特征值对应

的特征 函数
,

其 比较图见 图 3
.

由图 3 的 ( a )一 ( e )

图看出单尺度小波变换与多尺度小波变换得到的特

征函数非常近似
,

这主要是 由于两种变换是 相似

8e

一 0
.

0 5

一 0
.

1

一 0
.

15

0 2 0
.

4 0
.

6 0名八Ut
一O呈六在忘骊不扣 1龙

一一
___
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的
.

多尺度小波变换与省略方法求得 的特征 函数之

间存在一定的误差
,

误差的最大值出现在波峰和波

谷
,

计算得到
,

前 5 大规范特征函数误差的最大值

不超过。
.

06
.

为了提高计算精度
,

可采用 自适应算

法
,

设置一个 闽值
,

小 于该 闽值的小 波系数舍去
,

保留大于阑值的小波系数
.

实验是用 M at lab 6
.

1实

现的
.

A山 T ,
A 即

是规范阵
,

一 (A 2)T
,

(A
。

~ A栩 T ,
E 一 E T ,

矩阵 c
,

乙
,

E 都

由文献 [ 6〕
,

得到
,

一
* (。 一 、 (亡) …一 …

; ( c ) 一 “
、
(A ( 1 ) )

簇

}} E 一}
:

镇 2 }! (A
3 )

!!
2

+ 1」(A
们

1}
2

一 …{
` /

一
(才 , 。

,

? ( ` ) d `

; (
K 1 2 一 如

一 了

4 结论

在信号处理
,

图象分析 中 K ar h u
en

n 一 L oe v e 展

开被用于特征提取
,

在动力系统中
,

被用于简化模

型
.

但其积分方程 中特征 函数的求解 是十分 困难

的
.

本文 提出用小波变换 来估计 K ar h u n en
一

L o e ve

展开的基函数
,

即先把核函数投影到小波空间
,

把

积分问题离散化
,

使问题转化为矩阵特征值
、

特征

向量求解问题
.

该方 法和用离散余 弦变换求解 比

较
,

其优点在于
,

在核函数是局部 P 阶光滑的条件

下
,

可使特征分解问题进一步简化
,

而精度没有大

的损失
.

数值实验结果表 明
,

利用本文提 出的算

法
,

可大大的提高计算速度
,

特征值特征 函数估计

可达到一定的精度要求
.

因为 (A
3 ’
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己t p a r 户

叮A
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C一
LA

又司

差满足

K a r
h

u n e n 一
L o e v e

的核 函数 r ( t , : )存在导数

用具有 p 阶消失矩的小波进行变换
,

则矩阵

即特征值 的误差界与核 函数的光滑 阶
,

以及小波 函数的消失

矩有关
.

A ( 2 )

A (4) 〕
的特征值“ 矩阵 。一

〔
A

( 1 )
O

O 0 ]
的特征值的 参 考 文 献

卜
( c) 一 * (

叫 、 丽
1
2

一V书答纂{
+

哺
2
2一 “ J一M ’ ,

(
1 一 2斌一 2歼 功

1 一 2一 2
+P

1 )

其中

证明

元
, ,

又
:

是与核函数有关的常数
.

O

A 阴

A
( 2 )

A 阳
则 C一 C + E

,

记 C 的特征值为

入 ( )C
,

亡的特征值为 入、 (亡)
,

A川 的特征值为叉
、
( (A

生) )
.

因

为自相关函数 P (t
, : )关于 t

.
:

的位置等价
,

即 P ( t , : ) ~

E {
、 ( z ) : ( : ) ) = E {

: ( : ) , (才) }= F
,

( :
, t )

,

所 以离散化自相关函

数得到的矩阵是对称的
,

对该对称阵的行列进行 小波变换得

到的矩阵也是对称的
,

即矩 阵 c 是对称的
,

由此得到 A “ ) 一
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